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Este artigo traz uma discussao a respeito da Mecanica Quantica PT Simetrica, desenvolvendo alguns 
elementos basicos dessa teoria. Em um caso simples de sistema de dois mveis, desenvolvemos o problema 
da Braquistocrona Quantica. Comparando os resultados obtidos entre a Mecanica Qutoica PT Simetrica 
aqueles obtidos usando o formalismo padrao, conclui-se que a nova abordagem nao e capaz de revelar nenhum 
fenomeno novo. 
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In this paper we develop a discussion about PT Symmetric Quantum Mechanics, working with basics 
elements of this theory. In a simple case of two body system, we developed the Quantum Brachistochrone 
problem. Comparing the results obtained through the PT Symmetric Quantum Mechanics with that ones 
obtained using the standard formalism, we conclude that this new approach is not able to reveal any new effect. 
Keywords: PT Symmetry, Quantum Brachistochrone, Non-hermitian Quantum Mechanics. 


I. INTRODUQAO 

E comum em Mecanica Quantica definirmos a Hamiltoniana 
que descreve a evolu9ao temporal dos estados de maneira her¬ 
mitiana {H ~ H^). Esta imposi9ao garante que os autovalores 
correspondentes a H e, portanto, os niveis de energia dos sis¬ 
tema, sejam reais. Tal imposi9ao garante a evolu9ao unitaria 
do sistema que, por sua vez, implica que as probabilidades 
derivadas dessa hamiltoniana sejam preservadas. 

No entanto, apesar da condi9ao de hermiticidade ser uma 
condi9ao suficiente para se obter autovalores reais, ela nao e 
necessaria. E possivel construir uma teoria quantica com ha- 
miltonianas que, apesar de nao serem hermitianas, possuam 
autovalores reais, provendo uma evolu9ao unitaria para o sis¬ 
tema. 

O estudo desse tipo de Hamiltonianas come90u em 1998 
com Bender e Boetcher fl], que propuseram a substitui9ao 
da condi9ao de hermiticidade por uma condi9ao analoga, cha- 
mada de Simetria PT, PTH{PT)^^ = H, (neste contexto P se 
refere ao operador paridade enquanto T se refere ao operador 
reflexao temporal) que garantia que os niveis de energia do 
sistema se mantivessem reais. Apos a publica9ao deste artigo 
seminal, outros relacionados a este tema foram desenvolvi- 
dos, estudando uma serie de diferentes hamiltonianas com o 
intuito de encontrar peculiaridades na Mecanica Quantica PT 
Simetrica, que possivelmente explicariam fenomenos fisicos 
ainda nao entendidos Em Mostafazadeh genera- 

lizou o conceito de Simetria PT, encontrando rela96es gerais 
nas quais matrizes nao hermitianas possulssem autovalores re¬ 
ais, definindo isso como Pseudo Hermiticidade. No presente 
artigo, vamos desenvolver elementos da Mecanica Quantica 
PT Simetrica, obtendo operadores basicos para essa teoria. 
Alem disso, vamos analisar a Braquistocrona Quantica sob 
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o ponto de vista da Mecanica Quantica Usual e da PT Sime¬ 
trica iHHH. Atraves dessa analise, podemos ser induzidos a 
acreditarem comportamentos anomalos, que geram transi96es 
infinitamente rapidas entre estados quanticos ifTTI] . vamos en- 
tender esse fenomeno e identificar que essa transi9ao rapida se 
da devido a uma interpreta9ao equivocada dos estados quanti¬ 
cos. 

II. MECANICA QUANTICA USUAL 

A Mecanica Quantica pressupoe alguns pontos importante 
que vamos recordar. Em seguida, iremos compara-los com 
aqueles da Mecanica Quantica PT Simetrica. 

1 . Autofungoes e Autovalores 

As energias e os estados acessiveis do sistema, sao ob¬ 
tidos atraves das solu96es da Equa9ao de Schrodinger: 

H\Y) = iri^, ( 1 ) 

Para o caso particular onde a Hamiltonia H nao seja de- 
pendente do tempo, podemos resolver a Eq. ([B. ob¬ 
tendo: 

\wit))=e^^^‘^’\w), ( 2 ) 

\xif{t))=U\w), ( 3 ) 

onde U e denominado operador de evolu9ao temporal, 
definido por t/= 

2 . Completeza 

A Completeza oferece uma maneira de representar 
qualquer estado como uma combina9ao linear de auto- 
estados que formam uma base para o espa9o: 
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Y.iWniy)]^ Wn{x) = 5 (x-y), 

( 4 ) 

11=0 

L MWn)D]Hx\\f/„)D = 5 {x-y), 

( 5 ) 

n =0 

Y.i^’^\y)D{x\¥n)D = {x\I\y)D- 

n =0 

(6) 


Onde utilizamos a nota^ao ij/nix) = {x\\I/„)d- Note que 
naEq. (|6]l, {\l/n\x)D e {y\'il/n)D sao escalares e, portanto, 
podem trocar de lugar dentro do somatorio: 


L i^\'^n)D{Wn\y)D = {x\I\y)D, ( 7 ) 

n=0 

i\¥n){Wn\=I, ( 8 ) 

n =0 

ou, multiplicando por \x) pela direita: 


Y.\V'‘)iV'‘\x)D = \x)- ( 9 ) 

n=0 

Que deixa claro que um estado generico \x) pode ser 
representado por uma combina9ao linear de autoestados 
|V/„), com os devidos coeficientes (</n|x)D- 

3 . Produto Interno e Ortonormalidade das Autofimgoes 

O produto interno para Mecanica Quantica Usual e de- 
finido por; 

{wW)d = j W{x)\^W{x)dx. (10) 

Neste artigo o mdice D sera sempre designado a ope- 
ra96es utilizando o produto interno de Dirac comum na 
Mecanica Quantica Padrao. 

A ortonormalidade e obtida quando todos autoestados 
quanticos da Hamiltoniana possuem norma unitaria e o 
produto interno entre dois autoestados distintos e nulo, 


— ^mn- (IQ 

4 . Unitariedade 

Seja um estado generico \x)- Utilizando a hermitici- 
dade de H = H), e que a evolu9ao temporal de um 
sistema quantico e descrita pela Eq. (Ell, podemos cal- 
cular a norma da evolu9ao temporal de \x). 


{x{t)\x{t))D = {x\u‘^U\x)d = {x\x)d = 1. (12) 

A Eq. (fT^ nos mostra que, independentemente da evo- 
lu9ao temporal de um estado quantico, a norma deste e 
sempre preservada. 

Da mesma forma que em Mecanica Quantica Usual, enun- 
ciaremos pontos importantes da Mecanica Quantica PT Sime¬ 
trica. 

III. MECANICA QUANTICA PT SIMETRICA 

1 . Autofungoes e Autovetores 

Os autovalores e autovetores obtidos para Mecanica 
Quantica PT Simetrica tambem sao provenientes da so- 
lu9ao da equa9ao de Schroedinger onde, nesse caso, o 
operador H na Eq. (ID e composto por uma Hamiltoni¬ 
ana PT Simetrica. No que diz respeito a evolu9ao tem¬ 
poral de um sistema quantico, na Simetria PT, tambem 
e postulada a equa9ao de Schrodinger, descrita pela Eq. 

dB- 

2 . Completeza 

A rela9ao de completeza para a Mecanica Quantica PT 
Simetrica se apresenta da seguinte maneira: 


oo 

^(-l)"V/„(Qi/„(y) = 5 (x-y). ( 13 ) 

n =0 

Essa rela9ao nada intuitiva foi testada numericamente e 
analiticamente llizio para uma certa classe de teorias 
desenvolvidas em Iff^ . todavia, uma prova matematica 
da mesma pode ser encontrada em 111^ . 

3 . Produto Interno e Ortonormalidade das Autofungdes 

O produto interno no caso Hermitiano e descrito pela 
Eq. (EOl. Para o caso da Simetria PT, a defini9ao de pro¬ 
duto interno nao e igual ao caso padrao. Uma possivel 
abordagem para construir o produto interno seria partir 
da transforma9ao = H, sendo que designa a 
opera9ao = PT{H){PT)^^. Similarmente ao pro¬ 

duto interno de Dirac, o produto interno nao Hermiti¬ 
ano consiste em substituir a opera9ao transposto con- 
jugado (t), pelo operador paridade-reversao temporal 
{PT), desta maneira definimos o produto interno PT 
como: 


{Wn\Wm)pT = ^ 

[ [Wnix)f^ Wm{x)dx, 

( 14 ) 

PT — j 

''[PTWn\ 

[x)]\lfm{x)dx, 

( 15 ) 

{WnWm)pT = 

j Vn{- 

■x)* \j/m{x)dx. 

( 16 ) 
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Uma vez que \l/n{x) e )/,„(■*) sao autoestados e solu96es 
independentes de ([TJ com autovalores distintos, o pro- 
duto interno entxe elas e nulo sempre que n + m. 

Diferentemente do esperado, a norma dos estados 
V/n(x)s e ligeiramente diferente, e e definido da seguinte 
maneira: 


{Wn\¥n)pT= j \l/n{-x)*\l/„{x)dx= {-If. ( 17 ) 

Essa rela9ao tambem e verificada numericamente em 

MM- 

Como conclusao imediata vemos que ha estados que 
possuem norma negativa (n impares) e tambem ha es¬ 
tados que possuem norma positiva {n pares). 

Para sanar o problema referente as normas negativas e 
necessario a introdu9ao de um novo operador. Este ope- 
rador tera matematicamente o objetivo de incrementar 
um fator na Eq. dZTl) que cancele o termo (— 1 )"- O 
problema aqui apresentado e muito similar ao que Di¬ 
rac se deparou ao formular a equa9ao de onda espinorial 
em Teoria Quantica Relativistica onde, para cada estado 
com energia positiva, havia um outro estado com ener- 
gia negativa. Este problema foi resolvido postulando a 
existencia de antiparticulas, de forma que particulas e 
antiparticulas se relacionavam atraves de um operador, 
denominado conjuga9ao de carga (C). Analogamente, 
para toda Hamiltoniana PT Simetrica ha uma simetria 
que relaciona cada estado de norma negativa a outro 
com norma positiva e, denominaremos este operador 
como Note que C e nao possuem o mesmo signi- 
ficado. C conecta antiparticulas com particulas no con- 
texto de Teoria Quantica de Campos enquanto que 
conecta estados de normas negativas com estados de 
normas positivas, no contexto de Mecanica Quantica 
PT Simetrica, onde estamos lidando com a equa9ao de 
Schrodinger, que descreve a fun9ao de onda de apenas 
uma particula. Em Mecanica Quantica PT Simetrica, ^ 
pode ser definido como soma sobre todas as autofun- 
96es normalizadas da Hamiltoniana, 


'^{x,y) = Y, Vn(x)y/„(y). ( 18 ) 

n=0 

Para entender como o operador ^ incrementa o fator 
(—1)", podemos aplica-lo a uma autofun9ao y/n{x): 

(x|^|V/„) = J {x\^\y)(y\\l/n)dy = J '^{x,y)\irn{y)dy, ( 19 ) 

onde, na ultima passagem utilizamos = I, 

uma vez que |y) sao autofun96es do operador posi9ao y, 
que e hermitiano, as rela96es de completeza sao exata- 
mente iguais aquelas utilizadas em Mecanica Quantica 
Usual. Utilizando a Eq. (fT^ iuntamente com Eq. (fTSl i: 


{x\'^\\l/n) = Y ¥in{x)Wm{yWn{y)dy, (20) 
, 11 = 0 -’ 

~ r (— 1 )™ 

{x\‘i^\\l/„) = Y -r^^¥mix)\tfm{y)Mfn{y)dy, (2i) 

m=0-' V 

usando a rela9ao de completeza (flSl l. para as fun96es 

{x\‘>^\Wn)=j j^^S{x-y)d,n,nWm{y)dy, ( 22 ) 

(x|'r|V/„) = (-l)>„(x), ( 23 ) 

^\Wn) = i-mWn}- ( 24 ) 

Definido o operador podemos criar um produto in¬ 
terno, da mesma maneira que criamos o produto interno 
PT, mas agora utilizando a condi9ao: = H, 


{Wn\WnhpT = J[\l/n{x)f^^\l/nix)dx, ( 25 ) 

{Vn\Wn)'^PT = j [^PTxi/„{x)] \j/„{x)dx. ( 26 ) 

Onde, 


{^n\^m)^PT — ^nm- ( 27 ) 

E, portanto, o produto interno entre os estados e positivo 
definido, desaparecendo o problema de normas negati¬ 
vas. 

4 . Unitariedade 

Para verificar a unitariedade notamos que: 

=PTH{PTy^ =H, ( 28 ) 

e, usando a equa9ao de Schrodinger: 

( 29 ) 

aplicando PT pela esquerda e utilizando que 
[PTy^PT = /, onde / e o operador identidade, 
obtemos: 

-ijPTWit)) = PTH{PT)-^PT\w{t)), ( 30 ) 
utilizando a Eq. (| 28 ] |: 

-ijPTW{t))=HP^PTW[t)), ( 31 ) 
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e, usando que para o caso de PT Simetria (</(?)! = 
(P7’|i//(f) >)^ onde t e referente a opera 9 ao txanspor 
usual de calculo matricial, transpondo dos dois lados de 
(EB, obtemos: 


= (32) 

Para estudar a unitariedade, queremos analisar a evolu- 
9 ao da norma {'^f{t)\\j/{t))pT e, portanto: 




(33) 




m)) 


PT, 


(a + 0)G]R, (38) 

(a + 0)^+47j3 g]R+. (39) 

Para garantir a rela 9 ao ( l38b . definimos que a = a + i.b com 
aeb€^e9=c + i.d com c e c/ G R, deste modo: d = —b. 

Para garantir a condi 9 ao dada pela Eq. (l39b e necessario 
que o produto 7)3 G R^. Um das maneiras de satisfazer todas 
as condi 96 es impostas e supor que : y = p = s, a = re"^ e 
0 = re^"^ com s, r e t)/ G R. Desta maneira Ima = —ImO. 

Substituindo em M a parametriza 9 ao encontrada, obtemos 
a matriz nao Hermitiana H^h- 


utilizando as Eqs. (l3^ e ( l29l l, obtemos: 

j^{wit)\w{t)}pT = -i[{w{t)\H\\j/{t))pT - (34) 

{w{t)\H^^\wit))pT]=0, 


Hnh = 


5 r.e-'V 


(40) 


Por constru 9 ao, esta matriz possui autovalores reais, e+ e 
e que sao dados por: 


e, portanto, vemos que a norma dos vetores nao muda 
com a evolu 9 ao temporal, o que nos garante a unitarie¬ 
dade. 

Apos implementados estes conceitos, iremos agora 
aplicar estas ideias a uma Hamiltoniana nao Hermitiana 
2 x 2 . 

IV. HAMILTONIANA PT SIMETRICA 

A. Autoestados 

Para entendermos melhor a Mecanica Quantica PT Simetrica, 
vamos desenvolver os elementos basicos dessa teoria para o 
caso do sistema de dois mveis. 

Seja M a matriz quadrada de ordem 2: 


= rcosxjf zL \/— r^sen^xj/. (41) 

Note que e explicitamente necessario que para £ ser real, r 
seja menor ou igual a s. Isto permite definir um angulo a que 
satisfaz {r/s)sen\i/ = sena. Reescrevendo os autovalores em 
termos desse novo parametro, obtemos: 

e+= rcosxif+ scosa, (42) 

E-= rcosxj/— scosa. (43) 

Os autovetores nao normalizados obtidos por estes autova¬ 
lores sao dados por: 


M = 

a 

7 

P' 

0 

, (35) 

^ = 

ia 

-ia 








(44) 


com a, )3, 7 e 0 G C. Calculando os autovalores X desta 
matriz: 


detM = det 


a-X j3 
7 0-1 


= 0 . 


(36) 


(a -1)(0 -1) - 7)3 = 0 , 
l^-A(a + 0)-7)3 = 0 , 



(45) 


Note que, se usarmos a defini 9 ao de produto interno de Di¬ 
rac, estes vetores nao sao ortogonais, mesmo sendo autoesta¬ 
dos da Hamiltoniana: 


^ _ (a-b0)± y'{a + e)^ + 4yP 


(37) 


(£±|£.f)d 7^=0, (46) 

(£±|£±)o^l. (47) 


Como queremos sentido ffsico para essa Hamiltonina, pre- 

cisamos que seus autovalores X sejam reais. Para isso, deve- Assim, se faz necessario redefinir este produto atraves da 
mos respeitar as seguintes condi 96 es: imposi 9 ao das matrizes '^PT. 
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B. Operadores 

Redefinir o produto interne com respeito a Simetria PT, pode 
trazer algumas complica 96 es, principalmente devido a exis- 
tencia de arbitrariedades na escolha das matrizes envolvidas. 
Uma boa referenda para este tipo de problema pode ser en- 
contrada em iH. No entanto, nesse artigo, vamos desenvol- 
ver uma abordagem bem simples afim de se obter os operado¬ 
res para o caso de matrizes 2x2. 

As Matrizes P, T, necessarias para a constru 9 ao do pro¬ 
duto interne devem satisfazer as condi 96 es que serao enume- 
radas a seguir; 

1. OperadorT: Reversao Temporal 

O operador T e conhecido na Mecanica Quantica usual, 
especialmente em Teoria de Campos. A fun 9 ao do ope¬ 
rador T e trocar o sinal dos elementos que possuam o 
numero imaginario i em sua estrutura. 


7’|0) = |0*). (48) 


P^Y.i-^y\y'n){¥n\P- (52) 

«=0 

Lembrando que (v/„| e o conjugado PT simetrico do es- 
tado, ou seja, (i/„| = {PT\\i/„ >)', sendo t o sfmbolo de 
transposto e, usando o fato que (AB)' = B'A^ e tambem 
que P‘P = /, podemos escrever: 


(53) 

n=0 

P = (-l)|e_)(7'|e_))' + |e+)(7'|e+))', (54) 

P = (-l)|e_)(|e-)*y + |e+)(|e+)*)'- (55) 

Note que para obter os operadores P e ^ e necessario 
definirmos os vetores normalizados |e+) e |e-), deste 
mode: 


Assim o operador T e o responsavel pela transforma- 
9 ao i —?> —i em objetos que o sucedem. Uma maneira 
intuitiva de entender o que ocorre e lembrar do opera¬ 
dor de evolu 9 ao temporal U descrito per (fT^ . Aplicar 
uma transforma 9 ao de reversao temporal (f ——f) neste 
operador e equivalente a apenas conjuga-lo: 


TU = T 




(49) 


Devido a isto, o operador T tambem e comumente de- 
nominado operador de conjuga 9 ao complexa. 

2. Operador Paridade P: Reflexdo Espacial 

O Operador P e um operador gerador de reflexoes es- 
paciais, dadas pela transforma 9 ao: x —x, onde x, e o 
vetor posi 9 ao. 

Usando a rela 9 ao de completeza descrita por (fT^ e, re- 
lembrando que (x|P|y) = (x| —y)= 5(x-|-y), podemos 
escrever o operador paridade para o caso de Simetria PT 
da seguinte maneira: 


|e+) = fle+, (56) 

\e-)=be-, (57) 

com a eb sendo constantes reais, sem perda de genera- 
lidade. Substituindo os valores dos autoestados norma¬ 
lizados na Eq. ( l55l l. temos como resultado o operador P 
em fun 9 ao dos parametros ae b: 


P = 


a^-b^ Z7V'“-baV“, 

a^-b^ 


(58) 


3. Operador 

Para se obter a representa 9 ao matricial do operador 
utilizamos a Eq. ( flSl l. 


= 'E\Wn){Wn\, (59) 

n 

‘^ = T.\Vn){PT\xi/n)y, (60) 

n 

^ =\e^){P\e^ry + \e+){P\e+ry . (61) 


oo 

P^Y^ (-l)>„(x)v/„(-y) = 5(x-by), (50) 

«=0 

que pode ser escrito em sua representa 9 ao matricial, 
usando a completeza (fT3l l. conforme: 

7= £(-irir«)(r«i, (51) 

n=0 

aplicando P pela direita. 


Usando o mesmo procedimento para o fator de norma- 
liza 9 ao realizado em P, segue que: 

\a‘^-b‘^ + ia^b^?,m(2a) aV“-bZ7V'“, 

a^ - b'^ - ia^b^ sm{2a) ' 
(62) 

Com os operadores P em fun 9 ao dos parametros ae b, 
finalmente definimos a opera 9 ao ‘^PT’ e, portanto, a constru- 
9 ao de nosso produto interno e dado pela Eq. (l26l) . 
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V. NORMALIZAQAO ^PJ 

Sejam |e+) e |e_) os autoestados normalizados dos vetores £|- 
e el, respectivamente. 

Como |e+) e |e-) sao autoestados da Hamiltoniana PT Si¬ 
metrica, eles sao ortonormais com respeito a '^PT. Desta ma- 
neira, os estados devem satisfazer as condi 96 es de ortonorma- 
lidade; 


|e+) 


1 

\j2cosa 


ia 



(72) 


|e-) = 


\j2cosa 


—le 


(73) 


(eipleip)^/-^ = 1, (63) 

{e±\e^)<ffPT = 0- (64) 

Destas condi 96 es podemos calcular explicitamente os para- 
metros a e b. Aplicando a Eq. (l26l l a condi 9 ao ( l64b , segue 
que: 


— 16a^(a — b)b^{a + b)cos^ asina = 0. (65) 

Na Eq. ( |65] ), sabemos que a e um parametro livre da Ha¬ 
miltoniana e pode assumir qualquer valor, alem disso, os pa- 
rametros a e b, nao podem ser nulos, pois assim leip) seriam 
nulos e nao formariam uma base ortogonal. Deste modo, as 
linicas maneiras de se satisfazer a Eq. (l65l l sao dadas por: 


{a + b) = 0b =—a, ( 66 ) 

{a-b) = 0^b = a. (67) 

Nota-se que, tanto a escolha da solu 9 ao (l 66 l l ou da (l67l i. ira 
gerar o mesmo resultado, pois os operadores em questao de- 
pendem apenas de fatores quadraticos e quarticos destes pa- 
rametros. Isto sempre mantem uma ambiguidade em rela 9 ao 
ao sinal dos parametros. Assim, sem perda de generalidade, 
escolhendo a = b, positivos, e aplicando este resultado na Eq. 
(I63]l, segue que; 


16a^cos"* a = 1, 


( 68 ) 


logo: 


a = 


1 

\/2 cos a 


(69) 


Deste modo os operadores P e normalizados sao dados 
por: 



cos a 


i sin a 1 
1 —isina 


(70) 


P = 


0 

1 


1 

0 


(71) 


E, finalmente, os autoestados normalizados sao dados por: 


Onde os operadores normalizados obedecem as seguintes 
regras de comuta 9 ao: 


^^ = 1, 

(74) 

[‘^,77] = 0 , 

(75) 

[^,PT\=0. 

(76) 


E importante ressaltar que vetores que eram ortogonais com 
respeito ao produto interno de Dirac, descrito pela Eq. (fTOl) . 
podem nao ser ortogonais com respeito a esse novo produto 
interno, como por exemplo os estados | Vi) e | V 2 ), 


|vi) = 



(77) 


|V2) = 



(78) 


Estes estados sao evidentemente ortogonais com respeito ao 
produto interno convencional, dado que: (vi | V 2 )d = 0. Entre- 
tanto, para o produto ‘^PT temos o seguinte calculo: 


(V 2 |vi)-r/.r = (‘^P7 ’|v2))'|vi) = -i.tana. (79) 

Se a 7 ^^ h.n com h € Z, tana 0 e, portanto, os estados | Vi) 
e IV 2 ) nao sao mais ortogonais e dependem explicitamente do 
parametro a da Hamiltoniana. 

VI. E VO LU(?A0 TEMPORAL 

A Hamiltoniana estudada por ifTH] se apresenta como capaz de 
obter um comportamento anomalo com respeito a transi 9 ao de 
estados, segundo os autores, e possivel obter uma transi 9 ao de 
maneira mais rapida do que no caso da Mecanica Quantica 
Usual. 

Para entender melhor este fenomeno, vamos detalhar os ra- 
ciocmios desenvolvidos em d; afim de relacionar a Meca¬ 
nica Quantica Usual com a PT Simetrica, vamos calcular o 
tempo de transi 9 ao entre os estados nas duas situa 96 es. O cal¬ 
culo do tempo rrunimo de transi 9 ao entre estados e o famoso 
problema da Braquistocrona Quantica. 

Usando a equa 9 ao de Schrodinger para governar a evolu 9 ao 
temporal do sistema, que possui como Hamiltoniana a matriz 
HpiH, e supondo que os parametros a, j3, ye 6 nao dependam 
do tempo, a evolu 9 ao temporal de um estado generico | 0 ) e 
dada por: 
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10 (f)) =e^^| 0 ), (80) 

conforme descrito por (fT^ . 

Como estamos trabalhando com matrizes 2x2, podemos ex- 
pandir a Hamiltoniana em termos das matxizes de Pauli: 




0 1 
1 0 ’ 


(81) 


Se tomarmos o limite em que a — 7 r/ 2 , na Eq. ( l90b . e 
possivel obter um tempo de transi^ao infinitesimalmente pe- 
queno entre o estado | Vi) e o estado |V 2 ). 

Podemos ainda calcular a distancia entre esses dois vetores, 
lembrando que o produto escalar entre dois estados normali- 
zados e relacionado com o angulo entre eles. Para calcular a 
distancia angular entre |Vi) e |V 2 ), e necessario primeiramente 
normaliza-los com respeito a '^PT. Este procedimento e ana- 
logo ao realizado para os autoestados |£+) e |e_), conforme a 
condi 9 ao de normaliza 9 ao ( | 6 ^ . 

Deste modo os estados |vj) e lv' 2 ) normalizados sao: 


(yi 


0 -i 
i 0 ’ 


(J3 


1 0 
0 -1 ’ 


(82) 


|v'i) = Vcosa|vi), (91) 

Wi) = Vcosa|v 2 ). (92) 


(83) 


Com isso, seja \u) e |v), dois estados normalizados quais- 
quer, assim: 


e da Identidade, afim de calcular o termo exponencial. Assim 
a Hamiltoniana pode ser descrita da seguinte maneira: 


(m|v) = cosj3, 
j3 = arccos|(M|v)^/. 7 ’|, 


(93) 

(94) 


H — {rcos 9)1 +-cod.p, (84) 

onde CO representa a diferen 9 a de energia dos dois autoestados 
(£+-£-) cjl = ^(s,0,irsin9). 

Aplicando esta evolu 9 ao temporal ao estado |vi), sucede 
que: 


e^i~ 


|Vl) 


— iTrcosO 

e ^ 

CO see 


cos{§^-a) 

-isen{^) 


(85) 


Queremos calcular o tempo que o estado | Vi) demora para 
evoluir ate o estado | V 2 ) e, portanto, equacionamos: 


'cos(^-a)' 


o' 

-isen(^) 


1 


( 86 ) 


Deste modo, com u € N, o tempo de transi 9 ao T e dado 
por: 


onde e a distancia angular entre os estados \u) e | v). 

E, portanto, a distancia angular entre os estados |v'j) e jv^) 
e dada por: 


fipT = arccos |(vi/|v' 2 f)^£r| = arccos(| sin a|). (95) 

E interessante frisar que quando o tempo de transi 9 ao vai 
a 0 (t* —0), j3 —0. Ou seja, a distancia entre os estados 
se torna pequena, produzindo vetores praticamente paralelos. 
Isto deve-se ao fato de que estes dois vetores nao sao mais 
ortogonais com respeito ao produto interno da Simetria PT, 
dependendo explicitamente do parametro a da Hamiltoniana. 

Vamos tambem refazer esses calculos para uma Hamilto¬ 
niana hermitiana, para efeitos de compara 9 ao. Seja Hh uma 
Hamiltoniana geral Hermitiana, encontrada de maneira ana- 
loga a Hamiltoniana Hnh- 


Hh 


s r.PV 
u 


(96) 


— -a = -+n.n, (87) 

2n 2 

(OT K 

— = a + -+n.K, (88) 

2/1 2 

2h{a-\- ? -\-n.K) 

x=— - ^(89) 

CO 

Note que o menor tempo possivel e alcan 9 ado quando o na¬ 
tural n e nulo e, portanto, o tempo otimizado para o processo 
e dado por T* = t(u = 0 ): 


^ h{2a + n) 

CO 


(90) 


Nesta Hamiltoniana a diferen 9 a de energia entre sens dois 
estados ortonormais e dada por co' 


Co' = \J {s — u)^ (97) 

Expandindo a hamiltoniana em termos das matrizes de 
Pauli, exatamente como o realizado para a matriz H^h, ob- 
temos: 


1. nV 1/-- 
Hh = + u)l +-CO a.n, 


Onde, n = ^(rcos 1 /, — rsiny/, 


(98) 
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Supondo que o estado inicial seja dado por |0,) = (1,0)' 
(Aqui t tambem se relaciona a opera 9 ao transpor), a evolu 9 ao 
do sistema pode ser descrita conforme a Eq. O: 


cxp[-iHt/h]\^i>=(^iy (99) 

onde, uma vez que a evolu 9 ao e unitaria, |ap + |fcp = 1. E 
entao: 


L/l I 

b) 


Analisando a segunda linha das matrizes e possivel encon- 
trar a rela 9 ao: 


\b\ 



E portanto o tempo de transi 9 ao e descrito por: 


( 101 ) 


t 


2h 

— arcsin 
o' 



( 102 ) 


Para otimizar essa rela 9 ao podemos encontrar o valor ma- 
ximo de r em fun 9 ao de o', a Eq. ( l97b nos diz que isso ocorre 
quando s = u e, portanto, r — E com isso podemos escre- 
ver: 


T =—arcsin(|l 7 |). (103) 

o' 

E entao, como conclusao, se comparamos um estado 10,) = 
( 1 , 0 )' com um estado | 0 /) = {a,by = ( 0 , 1 )' (lembre-se que 
\a'y + j/jp = 1 e se 1 ? — 0 , fl —>■ 1 ), vemos que o tempo de 
transi 9 ao entre 2 estados ortogonais nao pode ser maior que: 


f/ = 


hn 
o ' 


(104) 


Note que o tempo de transi 9 ao depende explicitamente do 
estado final, Eq. (11031) . Escolhendo o estado final como 
\(^f) —>■ (1,0)', temos que —>• 0, e segundo a Eq. ( 1102b . segue 
que f — 0 . 

Assim como o realizado para o caso nao Hermitiano, po¬ 
demos calcular a distancia entre os estados, | 0 ,) = ( 1 , 0 )' e 
10/) = (a,fi)': 


Ph = arccos(| < 0,|0/ > |) = arccos (|fl|). (105) 

E entao, quando calculamos o tempo de transi 9 ao entre es¬ 
tados para o caso da Mecanica Quantica PT Simetrica ( l40b . 


notamos que quando o parametro a tendia a —njl {a 
—njl), obtlnhamos um tempo de transi 9 ao t tendendo a 0 
(f — 0 ), enquanto que, quando o parametro a tendia a 0 
(a —> 0 ), obtlnhamos um tempo de transi 9 ao t tendendo a 
Tin/ CO (t -o- Tin/co). Para o caso da Hamiltoniana hermtiana, 
( l96l) . quando nosso parametro vai a 0 (fi —?> 0), o tempo de 
transi 9 ao t tambem vai a 0 (f —?► 0 ), no entanto, quando o pa¬ 
rametro b tende a 1 (fi — 1 ), o tempo de transi 9 ao t tende 
a Tin/co' (t -o- Tin/co'). E atraves disso podemos entender o 
que esta acontecendo com os estados, no caso de Simetria PT, 
quando a —?> — 7r/2, os estados sao praticamente degenerados, 
uma vez que: 


|v''i) = Vcosalvi), (106) 

ki) = Vcosa|v 2 ), (107) 

|v'() Ki \-\/j/) e por isso Ppt —>■ 0 e, portanto, esperarlamos po- 
der fazer uma transi 9 ao tao rapida quanto desejada. Quando 
a 0, temos justamente o caso onde a hamiltoniana (l40l) 
se torna hermitiana, uma vez que 0 = sina = (r/i)sini/ 

— 0, como consequencia, o produto interno ‘^^PT se torna 
o produto interno usual de Dirac, assim, |v() se torna orto- 
gonal a jv'j) e por isso j5pT —>■ n/1. Analogamente, para o 
caso da hamiltoniana (l96l l. quando o parametro —?> 0, esta- 
mos fazendo a evolu 9 ao entre dois estados quase degenerados 
\<t>i >= ( 1 , 0 )' e 10/ >= {a,by e por isso j3/, 0 , todavia, 

quando 1 , temos a transi 9 ao entre dois estados ortogo¬ 
nais e por isso jS/, —)> n/2. Ou seja, o efeito e o mesmo nos 
dois casos, apenas ha uma ma interpreta 9 ao dos estados no 
artigo d e, portanto, nao existe nenhum comportamento de 
transi 9 ao mais rapida entre estados em Mecanica Quantica PT 
Simetrica em contraste a Mecanica Quantica Usual. 

VII. CONCLUSAO 

Ao analisar as condi 96 es de Simetria PT pode-se mostrar a 
equivalencia entre a Mecanica Quantica Usual e a Mecanica 
Quantica PT Simetrica. Aplicar as bases deste novo forma- 
lismo nao fornece novidade alguma ao sistema, em contraste 
ao que e sugerido por d- Sem perda de generalidade pode- 
se descrever todo sistema quantico com matrizes Hermitia- 
nas. Uma demonstra 9 ao matematicamente formal desta afir- 
ma 9 ao pode ser encontrada em d- Nesse artigo conclulmos 
que o efeito de transi 9 ao entre estados quanticos de maneira 
mais rapida que Mecanica Quantica Usual apenas se trata de 
uma interpreta 9 ao equivocada do comportamento dos estados. 
Quando analisamos o comportamento flsico dos estados atra¬ 
ves de suas distancias angulares, percebemos que o efeito de 
transi 9 ao rapida ocorre tanto em Mecanica Quantica PT Sime¬ 
trica quanto em Mecanica Quantica Usual, no entanto, essa 
transi 9 ao infinitamente rapida somente ocorre entre estados 
quase paralelos e que, tanto em Simetria PT, quanto em Me¬ 
canica Quantica Usual o tempo de transi 9 ao entre estados or¬ 
togonais e limitada por um tempo mlnimo de f = hn/co, sendo 
CO a diferen 9 a de energia dos dois estados ortogonais. 
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